
COLLECTANEA MATHEMATICA� 
PUBBLICAZIONI DELL'ISTITUTO DI MATEMATICA 

DELL'UNIVERSITÀ DI MILANO 

N. 352 

CARLO FELICE MANARA 

Il modello di Piero Sraffa 

per la produzione congiunta 

di merci a mezzo di merci 

Estratto da "L 'Indusfria.. 
fs. 1 (1968), pp. 3-18 

MILANO 

1968 



Carlo Felice Manara 

Il modello di Piero Sraffa 
per la produzione congiunta di merci 
a mezzo di merci 

• Editrice L'industria Milano· 



Estratto dal fascicolo o. l 1968 de L'indu&tda 



1 Scopo del presente lavoro è l'analisi del modello presentato da 
Piero Sraffa nella seconda parte della sua opera: Produzione di merci 
a mezzo di merci; consta che esistano delle analisi dell'opera stessa per 
qUaRto riguarda la prima parte e precisamente quella che tratta delle 
industrie a prodotto singolo e capitale circolante; ricordiamo tra le al· 
tre l'analisi compiuta da Peter Newman e) e quella compiuta da 
V. Dominedò ('). Ma non consta a chi scrive queste pagine che esista 
una analisi, eseguita con mezzi matematici, della seconda parte dell'ope
ra di P. Sraffa e precisamente di quella intitolata: Industrie a prodotto 
multiplo e capitale fisso. L'analisi che qui svolgiamo appare quindi 
non del tutto inutile; e ciò non soltanto per lo scopo a cui accenna 
argutamente P. Newman nell'opera citata, e cioè al fine di « •.• tra· 
durre l'opera di Sraffa nel dialetto waltasiano, molto più usato, della 
economia matematica », ma anche e soprattutto per analizzare le basi 
logiche della trattazione di Sraffa e tentare la enunciazione di ipotesi 
sotto le quali il suo modello appare accettabile ('); tali ipotesi non 

1 P. NBWMAN, Production 01 Commodities by Means 01 Commodities, ~ Sch\Veizeri
oche Zeitsehrift fiir Volkswirtscbaft und Statisti!<., marw 1%2. 
2 V. DOMINEDò, Una teoria economica neo--Ticflrdiana, «Giornale degli econom.isti », 
novemhre-dicembre 1962. 
3 Non ci basta l'animo di usare il termine «viabile» che viene usato da qualche 
autore, perchè temiamo che nella lingua italiana. usuale tale termine abbia un iSigni~ 

ficato diverso da quello che ha il termine «viable» nel linguaggio inglesej pertanto 
parleremo qui sempre di condizioni di «accettabilità») del modello e di «modello ac
cettabile •. 



sempre sono chiaramente ed esplicitamente presentate da Sraffa, forse
 
perchè - per l'uso molto limitato del linguaggio matematico che egli
 
fa - si ritiene dispensato dalla enunciazione precisa delle condizioni
 
sotto le quali le relazioni che egli scrive e le argomentazioni che svolge
 
possano avere senso.
 
Ma uno dei vantaggi della trascrizione delle argomentazioni svoite col
 
linguaggio comune nel «dialetto» matematico è anche queIIo di co

stringere ad una analisi rigorosa dei presupposti e di non lasciare nulla
 
ad una « intuizione» o ad una « evidenza » che sarebbe data dal con

tenuto della trattazione; evidenza che talvolta può rischiare di portare
 
fuori strada chi si avventura suIIe sue malferme ed ingannevoli basi.
 
E' quasi superfluo avvertire che la trattazione che qui svolgeremo vuo

le avere un carattere prevalentemente matematico e che quindi gli
 
accenni ad un contenuto economico hanno un aspetto puramente occa

sionale; quando dovremo enunciare de1Ie ipotesi neIIa trattazione che
 
segue, lo faremo con la esplicita intesa che intendiamo rispettare la
 
competenza degli economisti per quanto riguarda il giudizio di atten

dibilità delle ipotesi stesse.
 
Nel seguito l'opera di P. Sraffa a cui ci riferiamo sarà citata sempli

cemente con la sigla « SRF » seguita da un numero, che è il numero
 
deIIa pagina della edizione italiana (Editore Einaudi - Torino) del 1962.
 

2 Per comodità di notazioni, altereremo un poco il simbolismo usato
 
da Sraffa nella sua opera citata, secondo le convenzioni che enunce

remo subito.
 
Indicheremo anche noi con k il numero (intero naturale, ovviamente)
 
delle merci e delle industrie che esistono nel sistema economico che
 
stiamo esaminando.
 
La formulazione del modello che ci interessa si basa sulla considerazione
 
di 2k' quantità di merci che possono essere comodamente indicate
 
come gli elementi di due matrici quadrate di ordine k.
 
Indicheremo con A e B tali matrici quadrate e rispettivamente con
 

(i,j == 1,2,3 ... k) 

i loro elementi. I significati delle quantità al; e b,; sono quelli indicati 
da Sraffa (cfr. SRF-57): al; indica la quantità della merce i-esima che 
entra come mezzo di produzione della industria j-esima, e rispettiva
mente b,; indica la quantità deIIa merce i-esima prodotta dalla indu
stria j-esima. Pertanto nelle matrici A e B le righe corrispondono alle 
merci (intese rispettivamente come mezzi di produzione e come pro
dotti) e le colonne corrispondono alle industrie del sistema economico. 
Indicheremo con 

p == [p" p" ... , p>] 
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il vettore le cui componenti sono i prezzI delle singole merci; quindi 
le componenti prima, seconda, terza, k-esima del vettore P sono i 
prezzi rispettivamente della prima, della seconda, della k-esima mer
ce. Indicheremo poi con 

q == [ql,q" ... ,qk] (1) 

il vettore le cui componenti sono le quantità di lavoro impiegate nelle 
singole industrie. Indicheremo infine con r il tasso di sovrappiù (o pro
fitto: cfr. SRF-7) e con w il livello generale del salario. 
Adotteremo le convenzioni del calcolo matriciale, così come è oggi 
abitualmente usato ('); in particolare quando indicheremo un vettore 
x converremo ogni volta di considerarlo come vettore riga, cioè come 
matrice di tipo particolare (l, k); il vettore colonna che ha le com
ponenti del vettore x sarà indicato col simbolo « XT », cioè come una 
matrice di tipo (k, 1) che si ottiene da un vettore riga, cioè da una 
marrice di tipo (1, k), con la operazione di trasposizione. 
In particolare ricordiamo che, indicati per esempio con A una matrice 
e con x un vettore, con le notazioni 

(2) 

intenderemo indicare che tutti gli elementi della matrice (e le compo
nenti del vettore) sono numeri positivi. Con le notazioni 

A ;o,; O e rispettivamente x ;o,; O (3) 

intenderemo indicare che gli elementi della matrice (o le componenti 
del vettore) sono numeri non negativi, ma che almeno un elemento (o 
una componente) è un numero positivo. 
Infine con le notazioni 

A ~ O e rispettivamente x ~ O (4 ) 

intenderemo indicare che tutti gli elementi della matrice (o rispetti.
 
vamente le componenti del vettore) sono numeri non negativi, non
 
escludendo quindi che siano tutti uguali a Zero.
 
Con le convenzioni che abbiamo deciso di adottare, il sistema fonda·
 
mentale di equazioni del modello di P. Sraffa, sistema che compare
 
in SRF·58, viene scritto mediante la unica equazione
 

pA(l + r) + wq == pB. (5) 

Ovviamente ogni componente del vettore che è al primo m.embro della 
(5) rappresenta il costo della produzione di una singola industria (co
sto comprensivo del costo di acquisto delle merci usate come mezzi di 

4 C. F. MANARA, p, C. NICOLA, Elementi di economia matematica, Milano, 1967, Ar>
pendke II. 
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produzione, della remunerazione del capitale e del salario del lavoro) 
e la corrispondente componente del vettore che è al secondo membro 
della (5) stessa rappresenta il ricavo della industria suddetta. 
Dal significato economico della equazione (5) e dei simboli che vi com
paiono si trae immediatamente che per le matrici, i vettori e le co
stanti r e w debbono valere le seguenti relazioni 

A2e:O; B2e:O (6) 

p2e:O; q 2e: O (7) 

r 2e: O ; w 2::: O. (8) 

Nel seguito dovremo valerci della seguente OSSERVAZIONE. E' pos
sibile riordinare in modo arbitrario le colonne delle matrici A e B, ese
guendo sopra di esse una qualunque sostituzione, purchè la stessa sosti
tuzione sia eseguita sulle componenti del vettore q; analogamente è 
possibile riordinare in modo arbitrario le rigbe delle matrici A e B, 
eseguendo su di esse una qualunque sostituzione (anche diversa da 
quella eventualmente eseguita sulle colonne), purchè si esegua la stessa 
sostituzione sugli elementi del vettore P. 
In formule, poichè una qualunque sostituzione sulle colonne di una 
matrice si ottiene moltiplicando a destra questa per una matrice S, che 
è prodotto di opporrnne matrici di scambio n ed una qualunque so
stituzione sulle righe di una matrice si ottiene moltiplicando questa a 
sinistra per una opportuna matrice T-l, che è prodotto di opportune 
matrici di scambio, la equazione (5) è equivalente ad una equazione 
analoga che si scrive nella forma 

p* A* (l + r) + w q" = p* B* (5*) 

dove abbiamo pasta 

p* = P T; q* = q S; A* = T-l A S; B* = T-l B S . (9) 

Vale la pena di osservare esplicitamente che la circostanza ora rilevata 
non si avvera nel caso delle industrie a prodotto singolo, considerate 
nella prima parte dell'opera di Sraffa. Infatti nella matrice che entra 
là in considerazione non è lecito riordinare le righe e le colonne con 
sostituzioni qualunque, anche tra loro diverse, stante il diverso signi
ficato che hanno gli elementi delle matrici in quel caso. 

3 Ci proponiamo ora di esaminare sotto quali condizioni sia accet
tabile la equazione fondamentale (5) del paragrafo precedente, equa
zione che, come è stato osservato, stabilisce il bilancio tra le entrate 

5 Cfr. per esempio C. F. MANARA, P. C. NICOLA, op. ctt., Appendice VI. 

6 



e le uscite delle varie industrie del sistema economico che si consi
dera. Appare invero dalla trattazione di Sraffa che il compito della 
equazione vettoriale (5 l del paragrafo 2 sopra citata (ovvero del si
stema di equazioni equivalente che figura in SRF - 58 l sia quello di 
determinare i prezzi delle merci, quando siano fissati gli altri dati 
della equazione. E' del tutto ovvio che tali prezzi devono costituire 
le componenti di un vettore positivo, cioè soddisfacente alle (7) del 
paragrafo 2. Supponiamo per semplicità che tutte le merci che si con
siderano siano merci base; ritorneremo in seguito sulla distinzione 
tra merci base e merci che non lo sono. La ipotesi semplificativa che 
qui emettiamo porta come conseguenza che la equazione (5) del para
grafo 2 dovrebbe essere sufficiente per determinare il vettore dei prez
zi, quando beninteso siano soddisfatte certe condizioni che non si tro
vano enunciate nell'opera di Sraffa e sulle quali desidereremmo ora sof
fermarci. 
A tal fine scriveremo la equazione fondamentale (5) del paragrafo (2) 

nella forma seguente 

w q = P [H - A (1 + rl] ; (1) 

la analisi che vogliamo svolgere ha come scopo quello di indagare 
sulle condizioni a cui deve soddisfare la matrice [H - A], o più in 
generale la matrice [H - A (1 + r)], con 

(2) 

perchè la equazione vettoriale (1) sia risolubile, dando come risultato
 
un vettore di prezzi che sia positivo.
 
La necessità di precisare le ipotesi sotto le quali questa circostanza può
 
avverarsi ci porterà ad enunciare certe ipotesi fondamentali (che indi

cheremo con la sigla VA seguita da un numero progressivo) che sce

gliamo tra le tante possibili; sul loro significato economico, come ab·
 
biamo già detto, intendiamo accettare il giudizio degli esperti, che
 
possono meglio di noi valutare la attendibilità delle ipotesi stesse e
 
delle loro implicazioni economiche; ci limitiamo tuttavia ad osservare
 
che senza queste ipotesi (oppure altre equivalenti) il modello rappre

sentato dalla (l) non sarebbe « accettabile ».
 

VA 1 - La quantità globale di ogni merce che viene impiegata come
 
mezzo di produzione è minore della quantità della stessa merce com·
 
plessivamente prodotta nell'intero sistema economico.
 
Mediante il simbolismo vettoriale che abbiamo convenuto di usare,
 
ponendo
 

s = [1,1, ... ,1], 
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la ipotesi VA 1 può essere tradotta mediante la seguente relazione 

(4) 
A 

VA 2 - Esiste almeno un vettore positivo p di prezzi tale che il valo
re delle merci utilizzate come mezzi di produzione da ogni singola in

dustria, valutato a quei prezzi, è minore del valore dei prodotti, va

lutato pure agli stessi prezzi.
 
In formule, l'enunciato della ipotesi VA 2 può essere tradotto come
 
segue
 

A A A 

E p {p > O 1\ p [B - A] > O} . (5) 

Questa ipotesi è analoga a quella enunciata implicitamente da Wassily
 
Leontief per la « accettabilità » del suo modello (6).
 
Indichiamo ora con X l'insieme dei vettori colonna che hanno com·
 
ponenti non negative; poniamo cioè 

(6) 

Indichiamo poi con U (r) l'insieme dei vettori colonna appartenenti ad 
X e tale che, per ogni vettore XT di U (r) valga la relazione 

[B - A (1 + r)] XT ;:>: OT. (7) 

In altre parole poniamo 

V (r) = {XT' XT E X 1\ [B - A (1 + r)] xr ;:>: Od . (8) 

Si dimostra facilmente che l'insieme U (r) è un cono poliedrico con· 
vesso. Poichè è chiaramente 

(9) 

dalla ipotesi (5) segue immediatamente che esiste un valore di r (e 
precisamente il valore r = O) in corrispondenza al quale l'insieme V (r) 
non è vuoto. 
Poichè la funzione vettoriale della variabile reale r data dalla espres
sione 

[B-A(l +r)]xT (lO) 

è ovviamente continua, da quanto precede si deduce facilmente che 
l'insieme dei valori di r, appartenenti alla semiretta definita dalla re
lazione (2) in corrispondenza ai quali l'insieme V (r) non è vuoto, è 
un intervallo chiuso a sinistra e non vuoto. Analogamente indichiamo 

6 Cfr. WASSILY W. LEONTIEF1 The Structure 01 American EconomYJ 1919-1939, Ox· 
for<! Univo Press., New York, 1951. 
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con P l'insieme dei vettori che hanno componenti non negative; po. 
niamo cioè 

p = {y Iy ~ O}. (11) 

Indichiamo poi con V (r) l'insieme dei vettori non negativi e tali che, 
per ogni vettore Y di V (r), valga la relazione 

y[B-A(l+r]~O; (12) 

in al tre parole poniamo
 

V (r) = {y l y E P /\ y [B - A (1 + r)] ~ O} . (13)
 

Anche per l'insieme V (r) si dimostra facilmente che è un cono polie.
 
drico convesso.
 
Dalla ipotesi (5) si ha facilmente
 

p
/I 

E P. (14) 

Pertanto dalla ipotesi (4) segue che almeno per un valore di r (e pre
cisamente per r = O) l'insieme V (r) non è vuoto. Poichè la funzione 
vettoriale della variabile reale r data dalla espressione 

y[B - A(l + r)] (15) 

è ovviamente continua, da quanto precede si deduce facilmente che 
l'insieme dei valori di r appartenenti alla semiretta definita dalla rela
zione (2) in corrispondenza ai quali l'insieme V (r) non è vuoto è un 
intervallo chiuso a sinistra. 

Supponiamo ora che sia valida la ipotesi 

VA 3 - Si ha 

det [B - A] '" O. (16)
 

Questa ipotesi garantisce che almeno un valore di r, e precisamente per
 
il valore r = O, i vettori costituenti le righe della matrice [B - A (1 + r)]
 
sono linearmente indipendenti.
 
Poichè la funzione reale f (r) della variabile reale r definita dalla
 

f(r) = det [B - A(1 + r)] (17)
 

è ovviamente continua, l'insieme dei valori di r appartenenti alla se·
 
miretta definita dalla relazione (2) e tali che sia
 

det [B - A(1 + r)] '" O (18)
 

costituisce un intervallo chiuso a sinistra, avente come estremI) sini·
 
stro il valore r = O.
 
Prendiamo in considerazione i valori di r appartenenti alla semiretta
 
definita dalla relazione (2), in corrispondenza ai quali entrambi gli in·
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siemi V (r) e V (r) siano non vuoti ed inoltre valga la (18); nel seguito, . 
per comodità, indicheremo con 9 tale intervallo. 

Le ipotesi VA 1, VA 2, VA 3 che abbiamo enunciate esplicitamen
te nel paragrafo precedente sono necessarie perchè il modello che stia
mo considerando abbia delle soluzioni che posseggono significato eco
nomico. Tuttavia esse non sono ancora sufficienti perchè il modello 
stesso possa servire come strumento per determinare un vettore di prez
zi che sia sua soluzione e che abbia, beninteso, significato economico. 
Infatti se consideriamo la equazione fondamentale del modello, equa
zione che riscriviamo qui per comodità del lettore nella forma della 
(1) del paragrafo 3: 

(l,paragrafo 3) wq = p[B-A(l+r)], 

appare evidente che la equazione stessa non possiede come soluzione 
un vettore di prezzi che sia positivo quale che sia il vettore q delle 
quantità di lavoro assorbite dalle industrie del sistema. 
La validità di questa affermazione è provata dal seguente esempio: 
si faccia 

k = 3 (l) 

e si considerino le matrici A e B date nel modo seguente: 

A = 1 2 1 

2 1 3 (2) 

1 2 2 

B_ -2.9 1.2 1.9

1.2 2.9 3.9 (3) 

0.1 1.2 3.9 

Queste due matrici soddisfano alle ipotesi VA 1 ed VA 2; quest'ul-
A 

tima è evidentemente soddisfatta quando si assuma un vettore P 
dato da 
A 

p = [1 , 1 , 1] . (4) 

Si verifica anche facilmente che è soddisfatta la ipotesi VA 3.� 
Si può anche constatare che tutte le merci considerate nel modello che� 
stiamo esaminando sono merci base; il lettore potrà verificare questa� 
nostra affermazione (che per il momento gli domandiamo di accettare,� 
facendoci momentaneamente credito) quando avrà esaminato la tratta�
zione, che daremo in seguito, del problema delle merci base e potrà� 
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cos1 applicare i criteri che daremo per saper giudicare se un deter
minato modello, del quale sono assegnate le matrici A e B, contempla 
anche la esistenza di merci che non sono merci base, secondo la 
terminologia di Sraffa e secondo la definizione che l'Autore ne dà in 
SRF-62 et sqq. 
D'altra parte si verifica pure che, fatto 

r=O;w=l; (5) 

il vettore di quantità di lavoro dato da 

q = [1.73 , 1.66 , 0.47] (6) 

dà luogo al seguente vettore di prezzi 

p = [11 , 1 , - 0.7] (7) 

e pertanto dà luogo ad un vettore di prezzi che non sono tutti positivi. 
Dall'esempio che abbiamo ora esaminato si trae che, affinchè il mo
dello sia « accettabile », deve essere enunciata qualche ulteriore ipotesi 
la quale fornisca le condizioni sotto le quali, in presenza della equa
zione (1) del paragrafo 3, fissati che siano i valori di r e di w, un 
vettore q di quantità di lavoro dia luogo ad un vettore positivo dì 
prezzi, almeno nella ipotesi restrittiva in cui ci siamo posti, cioè nella 
ipotesi che tutte le metci considerate siano merci base. 
Per giungere ad enunciare tale ipotesi, consideriamo una matrice 
[B - A (1 + r)], corrispondente ad un valore di r che appartiene al
l'intervallo 9 che abbiamo definito nel paragrafo 3. Indichiamo poi 
con V' (r) l'insieme dei vettori z dati dalla formula 

z = p [B - A (1 + r)] (8) 

quando p appartenga all'insieme V (r); tale insieme V' (r) si potrebbe 
chiamare la « immagine » di V (r) per la applicazione lineare data dal
la matrice quadrata [B - A (1 + r)]; esso è definito dalla formula 

V' (r) = {z Iz = p [B - A (l + r)] Il p E V (r)} . (9) 

Dalla definizione che abbiamo data di V'(r) si trae immediatamente 
che vale la 

q E V' (r) ..... p = q [A - B (1 + r)]-l > O. (10) 

Pertanto la ipotesi che abbiamo in vista può essere enunciata nel modo 
seguente 

VA 4 - Assegnato che sia un valore di r che appartiene all'intervallo 
9 , il vettore q appaniene all'insieme V '(r). In formule 

rE 9 ..... q E V' (r). (11 ) 
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5 E' nota la importanza che nel sistema di P. Sraffa è rivestita dal 
prodotto tipo: nel caso delle industrie a prodotto singolo (di cui si tratta 
nella parte prima dell'opera) esso serve come numerario per la misura 
del valore del prodotto complessivo, per la misura del salario e dei 
prezzi. Analoga importanza sembra avere il prodotto tipo anche nel 
caso di produzione congiunta; in questo secondo caso tuttavia pare che 
anche Sraffa si sia reso conto della possibilità di complicazioni nella 
definizione del prodotto tipo; almeno in questo senso pare che si pos
sano interpretare le affermazioni di SRF-59 nelle quali l'Autore affer
ma essere evidente che per la formazione del prodotto tipo devono 
essere considerati anche dei moltiplicatori negativi. 
Tuttavia non pare che Sraffa sia stato sfiorato dal minimo dubbio sulla 
possibilità di immaginare la esistenza di un prodotto tipo, mentre in
vece tale possibilità non si verifica in generale, ma deve essere po
stulata mediante una opportuna ipotesi sulla costituzione delle matrici 
che abbiamo chiamate A e B. 
Per chiarire ulteriormente il nostro pensiero, osserviamo che l'insieme 
dei moltiplicatori che dànno luogo al prodotto tipo è definito dalla 
equazione 

(1 + R)AxT = BXT; (1) 

questa equazione vettoriale discende dalla (5) del paragrafo 2 nella qua
le è stato fatto 

r = R; w = O; (2) 

le componenti del vettore Xr (definite a meno di un fattore moltipli�
cativo comune) sono i coefficienti della combinazione lineare delle in�
dustrie che dànno luogo al prodotto tipo. La equazione (1) traduce il� 
sistema scritto in SRF-67; qui si fa l'ipotesi che tutte le merci che� 
vengono considerate siano merci base; questa ipotesi non è restrittiva� 
per ciò che diremo ed il lettore potrà tradurre la nostra equazione� 
quando avremo completato la trattazione del caso della esistenza di pro�
dotti non base, trattazione che faremo in seguito, come abbiamo già� 
annunciato.� 
La (1) può anche essere scritta nella forma seguente:� 

[B - A (1 + R)] XT = O (3) 

Questa equazione, a norma di teoremi classici di algebra dei sistemi 
di equazioni lineari, può essere soddisfatta da un vettore XT che sia 
diverso dal vettore nullo soltanto se è 

der[B - A (1 + R)] = O. (4) 

Inoltre il prodotto tipo ha un senso, per il significato economico che 
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Sraffa gli attribuisce, soltanto se il vettore XT è univO':~mente definito, 
in corrispondenza ad un valore R che soddisfi alla (4), a meno di un 
fattore moltiplicativo. Ciò può avvenire se il val(,re 

r = R (5) 

è radice semplice della equazione algebrica 

det [B - A (1 + r)] = O. (6) 

Tutte queste circostanze si avverano per il modello che P. Sraffa pre· 
senta nel caso delle industrie a prodotto singolo, in base a noti teoremi 
di Perron e Frobenius. Ma nel caso del modello che ci interessa queste 
circostanze possono anche non presentarsi, come è dimostrato dall'e
sempio seguente, nel quale non è possibile neppure costruire il pro
dotto tipo, almeno rimanendo nel campo dei numeri reali. 
Si consideri un modello in cui sia 

k = 2 (7) 

e si abbia 

A = 1 1.1 
(8)

1.1 1 

B = 1.09 1.14C 
(9)

1.144 0.99 

Posto per un momento 

1 + r = t (lO) 

si ha facilmente che la equazione 

det [B - A t] = O (11) 

si traduce in questo caso nella equazione 

0.21 t' - 0.4368 t + 0.229636 = O, (12) 

la quale non possiede alcuna radice reale C).� 
D'altra parte si verifica facilmente che le matrici A e B date rispetti.� 
vamente dalle (8) e (9) soddisfano alle ipotesi VA 1, VA 2, VA 3.� 
Pertanto, affiilchè siano valide le deduzioni di P. Sraffa, occorre che� 
sia valida la ipotesi seguente:� 

7 Il termine «numero reale» e «soluzione .reale» è usato qui nel senso tecnico pre
ciso della matematka e non nel senso un po' vago in cui è usato in SRF·56· in questa 
ultima PQgina, invero, per quanto è dato di poter capire. 1'Autore usa la 'espressione 
«soluzioni reali» per dire, forse, «soluzioni che abbiano significato economico », ov
vero «che abbiano una risponden2a nella realtà ». 
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VA 5 - La equazione algebrica nella incognita r 

det [B - A (1 + r)] = O (13 ) 

ammette almeno una radice reale e posltlva. Tale radice (oppure la 
minima tra le radici reali e positive se ve ne è più di una) è radice 
semplice della equazione algebrica (13). 
La clausola finale, la quale postula che la radice, supposta esistente, 
oppure la minima tra le radici, debba essere una radice semplice della 
equazione (13) è basata sulle seguenti considerazioni: da quanto è 
scritto in SRF-67 appare che, per ragioni inerenti al significato eco
nomico del prodotto tipo, 1'Autore voglia adottare la convenzione di as
sumere come radice della equazione (13), nel caso in cui esistano di
verse radici positive, quella minima, per la costruzione del prodotto 
tipo; tuttavia, affinchè abbia senso la costruzione del prodotto tipo 
occorre che, indicata con p tale radice, la corrispondente equazione 
(3) abbia un solo vettore soluzione, definito a meno di una costante 
moltiplicativa. Sarebbe invero contraria ai desideri dell'Autore la cir
costanza che si presenterebbe se la (3) avesse come soluzioni almeno 
due vettori linearmente indipendenti. Ora ciò potrebbe avvenire sol
tanto nel caso in cui la radice p considerata non fosse radice semplice 
per la equazione (13). 

6 Come è noto, la distinzione tra prodotti base e prodotti non base 
è essenziale nella trattazione di P. Sraffa, tra l'altro perchè, secondo 
la sua concezione, sono i primi che determinano il vettore di prezzi 
che soddisfa alla equazione fondamentale del suo modello. 
La distinzione tra prodotti base e prodotti che non lo sono è data in 
SRF-62 et sqq., e sarà qni tradotta nel simbolismo matematico che 
abbiamo convenuto di adottare. 
A tal fine supponiamo che certe m merci del nostro sistema econo
mico siano non base. E' ovviamente 

m < k, (1) 

e possiamo porre, per comodità, 

k = i + m (j > O) . (2) 

Valendoci della osservazione che abbiamo enunciata nel paragrafo 2 
possiamo sempre immaginare di aver riordinato le righe delle matrici 
A e B (e di conseguenza anche gli elementi del vettore p) in modo che 
le merci che interessano siano corrispondenti alle ultime m righe delle 
matrici stesse. 
Per maggiore chiarezza, dopo questo riordinamento, possiamo con
siderare la matrice A e la matrice B come ottenute per accostamento di 
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due matrici ognuna, che indicheremo con A', A" e B', B", rispettiva
mente; le matrici A' e B' sono rettangolari e di tipo (j, k), mentre le 
matrici A" e B n sono pure rettangolari ma di tipo (m, k). Scriveremo 
dunque 

A - A' ] B --B' ] . (3)
[ An [ B" 

Mediante le matrici An e B" si costruisca ora la matrice D di tipo (2m, k) 
che si ottiene per accostamento delle due matrici A" e B"; poniamo 
quindi 

D = [~]. (4 ) 
B n 

Secondo le idee esposte da P. Sraffa, se le m merci che corrispondono 
B nalle righe le quali entrano a formare le matrici A" e sono non� 

base la matrice D ha rango m.� 
Ciò significa, in altre parole, che tra le colonne della matrice D sol�
tanto m sono linearmente indipendenti, e che quindi tutte le altre si� 
possono ottenere come combinazione lineare di esse. 
Valendoci ancora una volta della osservazione enunciata nel paragrafo 
2, possiamo pensare di aver riordinato le colonne della matrice A e del
la B (e quindi anche gli elementi del vettore q) in modo che le 
m colonne che formano una base per le colonne della matrice D siano 
le ultime colonne di tali matrici. 
La condizione espressa da P. Sraffa affinchè le m merci che corrispon
dono alle ultime m righe delle matrici A e B siano non base, dopo il 
riordinamento che abbiamo supposto di avere eseguito, si traduce nel 
modo seguente: 

immaginiamo le matrici A e B decomposte ognuna in quattro sotto
matrici All, All, All, Au e rispettivamente BH, 8 12, B.u, Bzz; le matrici 
An, Bn sono quadrate di ordine i; le matrici A", B" sono pure qua
drate e di ordine m. Si avrà quindi 

(5) 

Le merci corrispondenti alle ultime m righe delle due matrici A e B 
sono non base, secondo la concezione di P. Sraffa, se esiste una matrice 
H di tipo (m, il tale che si abbia 

A" = A"H; 8" = B"H. (6) 
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La matrice H è quella costitUIta dai coefficienti delle combinazioni 
lineari mediante le quali le prime i colonne delle matrici A" e B" 
(ovviamente dopo il riordinamento di cui si è parlato) si esprimono 
mediante le ultime m. 
Possiamo pertanto costruire la matrice M, quadrata di ordine k, nel 
modo seguente 

M = [_1;__0_] 
-H 1m 

(7) 

dove I j ed 1m sono le matrici identità, rispettivamente degli ordini 
i e m. In base alle (6) si ha allora facilmente che le matrici 

A = A M; B = B M (8) 

hanno la forma seguente 

A =[~' ~]. B 
=[~"I::], (9)

A" ' 

dove in particolare è 

AH = AH - Al2 H ; (lO)B" =Bll -B12 H. 

Possiamo ora distinguere nel vettore q il complesso coStitUItO dalle 
prime i componenti e quello costituito dalle ultime m; poniamo quindi 

q = [q'l q'] (11) 

essendo, come è stato detto, q' costituito da j componenti e q' costi�
tuito da m componenti.� 
Poniamo ora� 

q=qM; (12) 

si avrà� 

ii' = [q'l q'] (13 )� 

dove ovviamente� 

q' = q' _ q'H. (14)� 

Analogamente possiamo considerare il vettore dei prezzi p come co
stituito da due complessi, rispettivamente di i e di m componenti, 
ponendo analogamente alla (11) 

p = [p'l p'] . (15) 
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Possiamo infine immaginare di aver moltiplicato entrambi i membri 
della equazione fondamentale del modello 

pA(l+r)+wq = pB (16) 

a destra per la matrice M. 

Con le posizioni fatte, e dopo la moltiplicazione a destra per la ma· 
trice M, la equazione (16) può essere sostituita dal sistema delle due 
equazioni seguenti 

( p'An (l + r) + Wq' plBn (17) 

( p'A12 (1 + r) + p'A21 (l + r) + wq' = p'Bn + p'B21 • (18) 

La equazione vettoriale (17) traduce il sistema di equazioni che viene 
scritto in SRF-66. E' da notare tuttavia che tale sistema non è da 
considerarsi equivalente a quello che traduce la equazione vettoriale 
fondamentale (16), almeno se si vuole conservare al termine «equi· 
valente» il significato che esso ha nella teoria dei sistemi di equazioni 
lineari. Basti invero la osservazione che il sistema che traduce la equa
zione (17) ha un numero di equazioni e di incognite diverso (e preci
samente minore) di quello che traduce la equazione (16). 
A rigor di termini, soltanto il sistema costituito dalla coppia di equa· 
zioni (17) e (18) è equivalente alla equazione (16), nel senso che ogni 
soluzione della equazione (16) fornisce una soluzione della coppia 
di equazioni (17), (18), e viceversa ogni soluzione della coppia di equa
zioni (17), (18) fornisce una soluzione della equazione (16). Tuttavia 
va osservato che la coppia di equazioni (17), (18) può essere risolta 
nell'ordine in cui è stata scritta: invero la equazione (17) coinvolge 
soltanto il vettore pl, che ha come sue componenti soltanto i prezzi 
delle merci base; determinati tali prezzi è possibile risolvere anche 
la (18) determinando i prezzi delle altre merci, beninteso quando 
siano soddisfatte le condizioni che rendono possibili tali soluzioni. 
A proposito della equazione (17) possono essere fatte le osservazioni 
analoghe a quelle che sono state fatte a proposito della equazione fon. 
damentale (16) nel caso in cui tutti i prodotti siano prodotti base: 
invero non è detto che qualunque scelta del vettore q' porti ad una 
soluzione che contempla componenti tutte positive del vettore di prezzi 
P'. Al riguardo andrebbero emesse delle ipotesi analoghe alla VA 4, 
enunciata sopra alla fine del paragrafo 4. Osserviamo tuttavia ulte
riormente che nel caso della equazione vettoriale (17) il vettore q' 
che vi compare e che è dato dalla (14) può non avere componenti po
sitive. Ora P. Sraffa ha dato una interpretazione del fatto che, ai fini 
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ddIa rostruzione di un prodotto tipo e per mettere in evidenza il fatto 
che alcuni prodotti non sono prodotti base, si possa concepire una 
avohinazione lineare di industrie con coefficienti non tutti positivi 
(si vedano al proposito le argomentazioni svolte in SRF-61); ma non 
pare si sia preoccupato di dare una interpretazione a quantità di lavoro 
negative assorbite da industrie. Questa introduzione pertanto resta 
da giustificare o da interpretare, e lasciamo volentieri questo compito 
agli economisti. 
La costruzione del prodotto tipo nel caso della equazione (17) deve 
essere fatta con un procedimento che abbiamo già esaminato nel para
grafo 5, e pertanto la possibilità di una costruzione cosiffatta deve es
sere accertata da una ipotesi analoga alla VA 5, perchè essa non è 
accertata dalle sole ipotesi VA 1, VA 2, VA 3, VA 4. 
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